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Exercice 1 : Deux oscillateurs anharmoniques couplés (?7)

Nous travaillons en coordonnées canoniques (g1, g2, p1, p2) avec le crochet de Poisson

{AB}_%({E_%@JF%@E_%@
0 01 0p1 Op1Ogi - g2 Opa Op2 0ga

Le hamiltonien du systéme est

1

3((11 —@)[(@1+ @) - ag]. (1)

1
H(q1,q2,p1,p2) = 5(6112 +q5 +pf +p22) +

Bien que la derniére expression semble coupler q; et go, une simple manipulation algébrique
montre qu’elle est en réalité séparable. En effet,

(1 — @) [(a+ @) —qae] = (@ — ) (4 + 200+ 6 — age)
=(q1 — tD)(Q% +q1q2 + q%)
= (@ + 00+ 6) — @@+ age+6)

= ¢ —g5.
Ainsi, a partir de (1), nous obtenons
L, 2 2 2 @ 4
H(q1,q2,p1,pz)=§(q1 +q5 +pi +p2)+§—§, (2)

ce qui est manifestement séparable.

Premiére étape triviale

L’exercice suggére de commencer par calculer {H, H}. Comme le crochet de Poisson est antisy-
métrique, on a toujours

{H,H} =0

pour tout hamiltonien H, donc cette étape est automatiquement satisfaite. La partie non triviale
consiste & utiliser la structure de H pour trouver deux intégrales premiéres indépendantes en invo-
lution.
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Séparation du hamiltonien

Observons que le hamiltonien (2) se sépare comme somme de deux termes, chacun ne dépendant
que d’une paire canonique (g;, p;) :

H(q1,q2,p1,02) = Hi(q1,p1) + Ha2(q2, p2) (3)
avec
_ Ll 2 q13
H1(Q1,p1)—§(ﬂh +p1)+§7 (4)
_ Ll 2 q23
Hj(q2,p2) = §(q2 +p5) — ey (5)

Le systéme est donc la somme directe de deux systémes hamiltoniens & un degré de liberté.

Deux intégrales du mouvement en involution

Nous montrons maintenant que H; et Ho sont des intégrales du mouvement et qu’elles sont en
involution.

Conservation. Comme H = H; + Hs, la dérivée temporelle de H; le long du flot hamiltonien
engendré par H est
Hy = {H\,H} = {Hy, H\} + {Hy, Hy} = {H;, Ho},
car {Hy, H1} = 0. De méme,
Hy = {Hy, H} = {Ho, H1}.
Or H; dépend seulement de (q1,p1) et Ho seulement de (g2, p2). Ainsi
OH, 0Hy 0Hy O0OH,

Oz Op2  Oq op1

ce qui donne immédiatement

OH{ 0Hy _ 0H,0Hy, O0H,0H> _ O0H1 OH,
dq1 Op1 Op1 01 Oqa Op2  Op2 Oq2
=0.

{HlaHQ} =

Donc Hl = Hg = 0, ainsi Hy et Hs sont des quantités conservées, et de plus
{H1, Ha} =0, (6)

c’est-a-dire qu’elles sont en involution.

Indépendance.

Pour vérifier 'indépendance fonctionnelle, nous calculons leurs gradients :

OH, 0H, 0H, 0H;

Oq1 " Ogz " Op1’ Op2
VH; = (0, ¢2 — g5, 0, pa).

Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants en tout point ou (p1,q1 + q12) n’est pas pro-

portionnel & (0,0) et (p2,q2 — ¢F) n'est pas proportionnel & (0,0) simultanément. Ainsi, ils sont

fonctionnellement indépendants sur un sous-ensemble ouvert et dense de 'espace des phases (tous

les points sauf un sous-ensemble de dimension inférieure ot les deux gradients s’annulent). C’est la
condition standard pour 'intégrabilité au sens de Liouville.

VH, = ( ) = (q1 + 47, 0, p1, 0),



Intégrabilité de Liouville

Pour un systéme & deux degrés de liberté, I'intégrabilité de Liouville requiert ’existence de deux
intégrales du mouvement indépendantes et en involution. La paire

F =Hi(q1,p), G = Ha(q2,p2)

satisfait
{F,G} =0,

et est fonctionnellement indépendante. Le systéme hamiltonien défini par (2) est donc intégrable au
sens de Liouville.
On peut également choisir H lui-méme et, par exemple,

K =H, - Hy

comme intégrales du mouvement : elles sont indépendantes et, étant des combinaisons linéaires de H;
et Ho, elles sont aussi en involution. Dans tous les cas, ’existence de ces deux intégrales commutantes
et indépendantes montre que le systéme est intégrable au sens de Liouville.

Exercice 2 : Billard plan rectangulaire

a) Entre deux collisions, les impulsions p, et p, sont conservées. Le portrait de phase est donc
trivial ; selon chaque dimension on a :

b) Le hamiltonien entre deux collisions est le hamiltonien pour une particule libre en deux dimen-
sions :

1
H = om (1%26 +P32/) (7)

En effectuant la séparation f(z,y) = fi(x) + f2(y), on obtient ’équation de Hamilton—Jacobi

suivante : ) )
1 ofi 0 f2 B
am [(ax) (%) ] e ®



d)

Par séparation de variables cela conduit a :

of1\’
((ﬁ) =2may = fi(z) =+V2map e

2
(?;) =2m(a; — a2)

Au final on a donc quatre solutions différentes :

fr+(z,y) = 2V2mosx £ /2m(oq —a2)y

= fa(y) = £v2m(a1 —as)y

(9)

Les signes correspondent au signe de p;, py, ¢’est-a-dire au sens de déplacement de la particule :
positif dans le sens croissant et négatif dans le sens décroissant.

Pour trouver les variables action, il faut définir les orbites que 'on veut parcourir et comment
elles sont définies dans notre cas. Un exemple d’orbite est donné par la figure 1. Pour revenir a
son point de départ, la particule fait plusieurs rebonds sur les bords du billard. Commengons par
le mouvement selon z : la bille touche le bord x = 0 et va jusqu’au bord x = a (éventuellement
avec plusieurs rebonds entre les deux). L’important est qu’aprés retour au point de départ, la
particule a parcouru au moins toute la largeur de z = 0 & = = a ainsi que le sens inverse de
x=aax=0.Le tracé 0 — a est décrit par fi, (le mouvement selon y est indépendant) et
celui du retour, a — 0, par f_,. Ce qui conduit & :

1 /@ 1

0
[\/2moz2] dx + 27r/ [—\/Qmoq dr =

Pour le mouvement selon y on a le méme comportement et donc :

[\/2m(a1 - 042)} dy + % /bo [—\/Qm(al - ag)] dy = Qm(o;:aQ) b (11)

vV 2maow
—a

s

I (10)

1 b

y7277 0

A noter que les I; sont donnés par les conditions initiales.
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FIGURE 1 — Deux exemples de trajectoires périodiques pour un billard carré. A gauche, w, = w,. A
droite, 2wy, = w,.

De T'expression de I, on peut trouver a; = aq(ly, a2), puis de I'expression de I, on trouve
ag = aa(I). On obtient ainsi :

o[ (9]

4

(12)



e) Les dérivées partielles du résultat ci-dessus nous donnent les fréquences du mouvement :

2
s
my (13)
o e
Wy = le

Le mouvement est globalement périodique si le rapport entre ces deux fréquences est rationnel.

Dans le cas du billard carré, on a a = b. Choisissons par exemple w,/w, = 1. Dans ce cas
I, = I, et donc p, = %p, : il faut donc lancer la bille avec un angle arctan <zz> = 7 par
rapport a ’horizontale.

Si on préfere wy/wy, = 2 alors I, = 2I, et donc p, = £2p, : il faut lancer la bille avec un

Q

angle arctan (Zy) = arctan(1/2) ~ 0.39 (figure 1 & droite). Dans ce cas, la bille fait deux

allers-retours selon = avant de revenir & son point de départ.
Exercice 3 : Variable action

Le potentiel est donné par :

1 a\ 2
ik_ (m+§> , 1< =3,

V(z) =<0, -5 <z <43, (14)
1 a2

a) Potentiel et portrait de phase pour a =2, k_ = 0.1, k. = 0.5 :

b) L’équation de Hamilton—Jacobi est donnée par :

L (EQZ)Q +V(z)=E (15)

qui devient :

\/Qm{ % (a:—i—)} r < -3,
W _ ] VamE, —e<p<y (16)

ox

\/2 Bk (@-9)°], =>4

Pour définir les orbites il faut trouver les points de rebroussement, donnés par H(p = 0,24 ) =
E:
2F

T4+ = :|: + k?i (17)



La variable action devient donc :

—a/2 9 a/2
I(E):jr{/ \/Qm [E—;k_ (=+3) ]dx+/ V2mE da
x —a/2

+ a: \/2m [E—;qu (1:—3)2} d }

)

Vv 2E [° 2E (!

_ vamb / V1—22dz+a+ / V1-22dz

T k—J 1 k+ Jo
_VmE[ 1 22 1

2 Kk Er  \/ky

c¢) Pour a = 0 'expression pour I(F) se simplifie :
JmE [ 1 1
I(E) = +
()= 58 | e

On peut & présent l'inverser :

s - 2 VE_ky

TV e+ R
et donc trouver la fréquence du mouvement w = %—]IE :
2 iR
vm k- + kg

6

(21)



qui est bien égale & la moyenne harmonique des fréquences “élémentaires” :

Ky
wy =14/ — 22
* m (22)
d) Si k— = 0 le potentiel est plat pour 2 < 0. La particule va donc juste s’échapper a vitesse

constante et il n’y aura pas d’oscillations (des oscillations avec une période infinie et donc une
fréquence nulle) et en effet :
lim w=0 (23)
k_—0
Dans le cas k— — oo le potentiel devient un demi-oscillateur harmonique de constante k. avec
un mur au milieu. On s’attend donc & trouver w = 2w, et en effet :

lim w = 2wy (24)

k_—o00



